Лабораторная работа №3
ВОССТАНОВЛЕНИЕ НЕПРЕРЫВНЫХ СИГНАЛОВ


 ПО ДИСКРЕТНЫМ ОТСЧЕТАМ

Цель работы:  изучение принципов восстановления непрерывных сигналов по их дискретным отсчетам интерполяционным способом, основанным на применении интерполяционного многочлена Лагранжа, знакомство с техническими средствами, реализующими этот способ.

Используемые средства: ППП MicroCAP.

1. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ

Восстановление непрерывного сигнала по его дискретным отсчетам (выборкам) можно производить как на основе ортогональных, так и неортогональных базисных функций. В качестве неортогональных базисных функций наиболее часто используются степенные алгебраические полиномы вида
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где n - степень полинома,

aj – параметры полинома, подлежащие определению.

Пусть функция f * (t) удовлетворяет условиям  
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где u(t0), u(t1), ... , u(tN) - значения дискретных отсчетов исходного сигнала, взятых в моменты времени t0, t1, ... , tN и следующих с периодом дискретизации То.

Необходимо  найти  аналитическое  выражение  для  многочлена f *(t), описывающего поведение функции между точками отсчетов и принимающего в точках отсчетов заданные значения. Такую задачу называют задачей интерполяции.  Точки t0, t1, ... , tN называют узлами интерполяции.  Многочлен f *(t), удовлетворяющий условиям (2), называют интерполяционным полиномом. Этот полином является единственным и должен иметь степень n=N – 1.

В результате решения задачи интерполяции строят интерполирующую функцию u*(t), которая в узлах интерполяции совпадает с соответствующими отсчетами исходного сигнала u(t), а в остальные моменты времени приближенно представляет исходный непрерывный сигнал u(t) с определенной степенью точности.

Алгебраические полиномы имеют важную особенность. Они некритичны к началу отсчета времени. Так, если в выражении (1) заменить t на t0 + t(, то получим также алгебраический полином f * (t() степени n, только с другими коэффициентами aj.  Это свойство используется для осуществления так называемого скользящего интерполирования.

При скользящем интерполировании отсчеты исходного непрерывного сигнала объединяются в группы. В каждую группу входят (n+1) отсчетов и n интервалов дискретизации, где n - степень интерполяционного полинома. Таким образом, интерполирование производится не на всем интервале существования исходного сигнала, а только на интервале от tk  до tk+n. Этот интервал называют интервалом интерполяции. Для образования каждой последующей группы отсчетов из предыдущей группы отбрасывается первый отсчет (крайний левый), а в группу добавляется очередной отсчет исходного сигнала. Таким образом, две соседние группы имеют n общих отсчетов.

Через каждые (n+1) последовательные точки с ординатами u(tk), u(tk+1), ... , u(tk+n)  проводится интерполяционный полином степени n. После проведения графика полинома его значения на интервале от ti до ti+1, (i=k, k+1,…,k+n–1)расположенном между точками tk и tk+n, присваивают значениям интерполирующей функции u*(t). На следующем интервале интерполяции через  очередные (n+1) точки с ординатами u(tk+1), u(tk+2), ..., u(tk+n+1) опять проводится график интерполяционного полинома, но уже с новыми коэффициентами aj. И опять значениям интерполирующей функции u*(t) присваиваются значения интерполяционного полинома на интервале от ti+1  до ti+2.  Аналогичные действия  выполняются для всех последующих групп отсчетов. В результате однозначно формируется непрерывная интерполирующая функция u*(t), составленная из частей интерполяционного полинома.

Интервал, на котором значения интерполяционного полинома присваиваются значениям интерполирующей функции, называют интервалом соответствия. Для интерполяционного полинома степени n может быть n интервалов соответствия. Обычно их обозначают номерами 0, 1, ... , n–1.

Интерполяционный полином Лагранжа степени n при равномерной дискретизации имеет вид 
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где s - номер интервала соответствия, который может принимать значения 0,..., n–1; um = u(tk + mT0); m - порядковый номер отсчета относительно начальной точки tk интервала интерполяции; (=[tj((tk+sT0)]/T0 - относительное время, показывающее в относительных единицах расстояние  точки j, для которой надо восстановить значение сигнала u(tj), от начала tk интервала интерполяции.

На практике для скользящего интерполирования обычно используются интерполяционные полиномы не выше второй степени, т. е. n равно 0, 1 или 2. Для этих случаев из выражения (3) можно получить выражения для интерполяционных полиномов соответствующих степеней.

 Нулевая степень –

              L0((, 0) = u0  .                                                 
       (4)

Значение интерполирующей функции u*(t) в любой момент времени на интервале интерполяции равно значению отсчета в начале интервала интерполяции. В связи с этим, интерполяцию с применением интерполяционного полинома нулевой степени называют ступенчатой интерполяцией. 

Первая степень -  
               L1 ((, 0) = u1( ( u0 (((1) .                       

     ( 5 )

Значение интерполирующей функции u*(t) в любой момент времени на интервале интерполяции описывается уравнением прямой линии, поэтому интерполяцию с применением интерполяционного полинома первой степени называют линейной интерполяцией.

Вторая степень - при использовании интерполяционного полинома второй степени значения интерполяционного полинома могут присваиваться значениям интерполирующей функции на двух интервалах соответствия с номерами s=0  и  s=1. Соответствующие этим случаям выражения для интерполяционных полиномов имеют вид

L2((, 0) = 0.5u0(((1)(((2) ( u1((((2) + 0.5u2((( ( 1) ,            
       (6)

L2((, 1) =0.5u0((((1) ( u1((+1)(((1) + 0.5u2((+1)( .         
     (6а)

Интерполяцию с применением интерполяционных полиномов второй степени называют параболической интерполяцией.

Задержка восстановленного сигнала относительно исходного составляет при ступенчатой и линейной интерполяции один период дискретизации, а при параболической - один или два периода дискретизации, в зависимости от выбора интервала соответствия. Однако за уменьшение задержки при скользящем интерполировании по сравнению с задержкой при восстановлении исходного сигнала с помощью ряда Котельникова приходится платить потерей точности восстановления непрерывного сигнала. Для сохранения требуемой точности восстановления необходимо уменьшать период дискретизации по сравнению с периодом, определяемым по теореме Котельникова. 

Максимальная погрешность восстановления непрерывного сигнала на каждом текущем интервале интерполяции определяется остаточным членом интерполяционного полинома Лагранжа степени n

[image: image4.wmf]1

10

|()(1)...()  

(1)!

n

n

n

MT

Lsssn

n

ttt

+

+

D£++-+-

+


                    ,         
          (7)

где M n+1 - максимум (n+1)-й производной непрерывного сигнала,

Т 0 - период дискретизации,

s - номер интервала соответствия.

Из выражения (7) следует, что погрешность интерполяции в точках (=0 и (=1 равна нулю, а в некоторой промежуточной точке (([0, 1] будет максимальной.

Остаточный член интерполяционного полинома Лагранжа (Ln не должен превышать допустимую погрешность восстановления непрерывного сигнала (u
                                                        (Ln ( (u .                                            ( 8 )

Выразив допустимую абсолютную погрешность (u через допустимую относительную приведенную погрешность (max и максимальный  диапазон изменения непрерывного сигнала Umax, из выражений (7) и (8) получим выражение, связывающее период дискретизации с допустимой погрешностью восстановления непрерывного сигнала
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        (9)

Приняв (=0.5, получим  из выражения (9) формулы для определения периода дискретизации при ступенчатой, линейной и параболической интерполяции
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Для сигналов с прямоугольным (или близким к нему) спектром период дискретизации при ступенчатой, линейной и параболической интерполяции определяется выражениями
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где (to - период дискретизации, определяемый теоремой Котельникова.   
Как и при представлении непрерывного сигнала рядом Котельникова, процесс интерполирования полиномами Лагранжа можно представить как процесс суммирования смещенных во времени на период дискретизации произведений каждого из дискретных отсчетов сигнала на соответствующую функцию отсчета Fi (t)

                                  u*(t) = (u(t i )Fi(t) .  

   

               (16)

Функция отсчета образуется в результате интерполирования последовательности отсчетов вида

                        1 при (tk(ti ) = 0 , т. е. в точках отсчетов, 
     хk =                                                                                                      ( 17 )

                        0 для всех остальных значений tk .
                         x k 
                        1

  а)


         t k -To    0         tk        tk +To  tk+ 2To     t
                         F(t)

                         1
  б)


         tk -To     0          tk        tk+To   tk+2To      t   

                             Рисунок 1 – Функция отсчета   

При построении функции F(t) можно использовать алгоритм скользящей интерполяции. На рисунке 1,a и рисунке 1,б приведены графики функции xk и функции отсчета F(t) для линейной интерполяции. 
При линейной интерполяции n=1, поэтому в каждую группу на очередном интервале интерполяции входят два отсчета. Таким образом, судить о реакции интерполирующего устройства на входной сигнал xk  можно только после приема второго отсчета,  т. е. через  один период дискретизации  в  момент  tk+To.  В соответствии с выражением (5) функция отсчета F(t) принимает на интервале интерполяции от tk  до tk+То значения uk(,  изменяясь от  0  до 1,  а  на  интервале  от tk+То до tk+2To  -   значения    ( u0(( ( 1), изменяясь от 1 до 0. При правильной настройке интерполирующего устройства первого порядка его реакция на один отсчет, т. е. функция отсчета F(t), есть симметричный относительно момента отсчета треугольный импульс (см. рисунок 1).

2. ПОДГОТОВКА К РАБОТЕ

В лабораторной работе исследуется линейный интерполятор, т. е. устройство, реализующее линейную интерполяцию. Структурная схема такого устройства приведена на рисунке 2.

Ключ Кл1 осуществляет дискретизацию входного непрерывного сигнала, поступающего от источника сигнала Uвх. Период повторения импульсов управления для Кл1 равен периоду дискретизации То в режиме “Работа” и (3-4)То в режиме “Настройка”. Длительность импульсов управления выбрать равной 0.1То.

Ключ Кл2 осуществляет подключение устройства выборки-хранения (УВХ), в которое записывается и запоминается на время, равное периоду дискретизации То, разность u(tk)(u(tk(1) между значениями очередного и предыдущего отсчетов. Период повторения импульсов управления для Кл2 равен периоду дискретизации То, как в режиме “Настройка”, так и в режиме “Работа”. Длительность импульсов управления выбрать в 2 раза меньше, чем для ключа Кл1, и на временной оси они должны находиться внутри импульсов управления для ключа Кл1.



  Uвх       Кл1       (           Кл2       УВХ        Интегратор       Инвертор 
                                                                                                                   Uвых

                   Рисунок 2 – Структурная схема линейного интерполятора

Интегратор осуществляет формирование интерполяционного полинома первой степени, значения которого в точках отсчетов  t k и tk(1 совпадают со значениями отсчетов u(tk) и u(tk(1) . Постоянная интегрирования Ти должна быть выбрана так, чтобы за время интегрирования, равное периоду дискретизации То, сигнал на выходе интегратора изменился от u(tk(1) до u(tk). В идеальном случае, когда длительность отсчетов бесконечно мала, Ти = То. 

Инвертор необходим для того, чтобы отсчеты u(tk) и u(tk(1) поступали на сумматор с разными знаками. 

Сумматор и УВХ, осуществляющие формирование разности значений очередного и предыдущего отсчетов и ее запоминание на период дискретизации, могут быть реализованы на основе одного операционного усилителя (см. рисунок 3).

Интегратор и инвертор выполняются на операционных усилителях в стандартном инвертирующем включении.

2.1. Варианты заданий 
Номер варианта соответствует номеру бригады.

	№

варианта
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Uвх, В
	3
	5
	2
	3
	1
	1
	5
	5
	4
	4
	2
	3

	Fвх, Гц
	100
	240
	200
	150
	200
	500
	160
	250
	100
	400
	300
	80

	( max
	0.03
	0.04
	0.04
	0.04
	0.02
	0.05
	0.03
	0.02
	0.01
	0.03
	0.025
	0.05


2.2.  Расчет временных параметров

Рассчитать с помощью формулы (14) период дискретизации То. На основании приведенных в начале данного раздела сведений выбрать длительность импульсов управления  ключом Кл1 (tупр1) и длительность  импульсов управления  ключом Кл2 (tупр2). Определить постоянную интегрирования Ти=То.

2.3. Составление электрической принципиальной схемы линейного интерполятора

Схема линейного интерполятора изображена на рисунке 3. На рисунке 3 приведены примеры задания параметров входного сигнала и сигналов управления ключами. Замените числовые данные значениями, соответствующими вашему варианту задания (см. таблицу) и полученными из Ваших расчетов в п.2.2. 
2.4. Расчет параметров элементов интерполятора

2.4.1. Цепь заряда конденсатора памяти в УВХ

Эта цепь состоит из резистора R3, ключа Кл2 (S2) и  конденсатора С1 (рисунок 3). Сопротивлением открытого ключа Кл1 (S1) (см. рисунок 3) можно пренебречь. Расчет значений R3 и С1 основан на том, что за время tупр2  конденсатор С1 должен зарядиться практически до уровня очередного входного отсчета. Это обеспечивается при соотношении постоянной цепи заряда и длительности  импульса  управления  ключом  Кл2 1/5  и  менее,  т.е.  R3С1(0.2tупр2. Значения резисторов R2 и R6 выбираются равными значению резистора R1.

2.4.2. Элементы интегратора

В интегратор на основе операционного усилителя в инвертирующем режиме должны еще входить резистор Rи (R4 на рисунке 3) и конденсатор Си (С2 на рисунке 3). Постоянная интегрирования  Ти = RиСи. Зная Ти=То и задаваясь значением параметра одного из элементов (например С2=1 мкФ), определить значение параметра другого элемента.

2.4.3. Элементы инвертора

Инвертор на основе операционного усилителя (Х3 на рисунке 3) содержит всего два резистора с равными сопротивлениями (R5 и R6). Выбрать значения резисторов, учитывая, что один из них является нагрузкой для интегратора и не может быть меньше некоторой допустимой величины (например 10 кОм).

3. ПОРЯДОК ВЫПОЛНЕНИЯ РАБОТЫ

3.1. Соберите на рабочем столе программы MicroCAP схему линейного интерполятора. В качестве источников управления ключами использовать элемент “PULSE” (импульсный генератор). В качестве источника входного сигнала использовать элемент“SINE S” (источник синусоидального сигнала). С помощью редактора устройств установить требуемые амплитудные и временные параметры источников управления ключами и источника входного сигнала, полученные в результате предварительного расчета.

3.2. Задать период повторения  импульсов управления  ключом  Кл1 равным  3То. При этом интерполятор переходит в режим “Настройка”. 

Выполнить анализ схемы в режиме “Переходный процесс”. Зафиксировать временные диаграммы на выходе УВХ и на выходе интегратора (выход интегратора является выходом линейного интерполятора).

На выходе интегратора формируется функция отсчета. При правильной настройке линейного интерполятора функция отсчета представляет собой равнобедренный треугольник с длительностью основания, равной 2То, и амплитудой, равной амплитуде входного отсчета. Если правая сторона треугольника не доходит до нулевой линии, то велика постоянная интегрирования, а если правая сторона треугольника опускается ниже уровня нулевой линии, то постоянная интегрирования мала.

Реакция УВХ на входные отсчеты в режиме “Настройка” представляет собой при правильной настройке пару разнополярных прямоугольных импульсов с одинаковыми амплитудами.

3.3. Выполнить настройку интерполятора по функции отсчета, изменяя в небольших пределах постоянную интегрирования. 

3.4. Зафиксировать временные диаграммы на выходах УВХ и интегратора.

3.5. Задать период повторения импульсов управления ключом Кл1 равным периоду дискретизации То. Линейный интерполятор переходит в режим “Работа”.

3.6. Выполнить анализ схемы в режиме “Переходный процесс”. Зафиксировать временные диаграммы на выходе УВХ и на выходе интерполятора.

3.7. Поместить на одном графике временные диаграммы сигналов с выхода источника входного сигнала и с выхода интерполятора. Измерить задержку выходного сигнала интерполятора относительно входного сигнала.

4. СОДЕРЖАНИЕ ОТЧЕТА

4.1. Расчеты, выполненные при подготовке к работе.

4.2. Электрическая принципиальная схема линейного интерполятора.

4.3. Временные диаграммы в режиме “Настройка”.

4.4. Временные диаграммы в режиме “Работа”.

4.5. Результаты измерения задержки восстановленного сигнала относительно исходного непрерывного сигнала.

5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ

5.1. Задача интерполяции.

5.2. Интерполяционный полином.

5.3. Интерполирующая функция.

5.4. Принцип выполнения скользящего интерполирования.

5.5. Интервал интерполяции.

5.6. Соотношение числа отсчетов на интервале интерполяции и степени интерполяционного полинома.

5.7. Интервал соответствия.

5.8. Вывести из выражения полинома Лагранжа n-й степени выражение для интерполяционного полинома первой степени.

5.9. Вывести из выражения полинома Лагранжа n-й степени выражение для интерполяционного полинома второй степени:

а) для интервала соответствия с номером s=0,

б) для интервала соответствия с номером s=1.

5.10. Связь периода дискретизации и погрешности восстановления непрерывного сигнала по дискретным отсчетам:

а) при ступенчатой интерполяции,

б) при линейной интерполяции,

в) при параболической интерполяции.

5.11. Формирование функции отсчета при линейной интерполяции.

5.12. Соотношение между постоянной интегрирования и периодом дискретизации.

5.13. Выбор постоянной цепи заряда конденсатора памяти в УВХ.

5.14. Объясните временные диаграммы на выходе УВХ в режиме “Настройка”.

5.15. Объясните временные диаграммы на выходе интерполятора в режиме “Настройка”.

5.16. Объясните причину задержки выходного сигнала интерполятора относительно исходного непрерывного сигнала. 
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Рисунок 3 – Электрическая принципиальная схема линейного интерполятора
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